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ªO U­®§g±� l£�¢� �³�«¥§�¦i¯6«�§g´� $­i§�¢���­�±Ó¢�£� q ¥¼�£� �±F¨�¦®¢�­i§�¶�­i§9¤M¢�«¥¢�¤~¦O´�«¥©�Ä�¦i �Ë�­®¢�¯
«~¬

O(
√

N log N)
¬x«�£�´�£� q¤~¢�­i§�¶�¤¥§g³�©!¤~­i§�¢o¤~­i§�­i§�¶�­Ê¢töt¼g¤¥§g³J²= ��g¤yÂ� 

Y87 �9��:;�9< � � � 
+��è!ã+�
$�èL�(�/.9ë~ã�&�ì}á�èoè �E.!�oäON�è N 5 "oë~ãÁç�è0�#�~átì8è%$Òë�"%",�~á2$�ä�ã�å°ìH��ìG�gè�ä�á
'Oì�á�ë ��í®èlá�ãgâ�æ!çoè�á%�"ä�ã Θ(N) ì}ä�æ!è�ë�ã�$(��à�ë�"�è�ó

� � ��

����������� ��
"�(���
� ����� ������
�� � �	���$�$�
ÑQ§9¢���­�±$±F �´t¢�­i«¥§	¼�²= -Äg£�«�Â� -¤
²= q¤¥Õ¥ q£Mô}¤¥±�¯I©�Ä�¢�«~¢�­i´�ösÂ� l£o±F­i«¥§!«¥¬(���� l«�£� q© Ð�ÌÜÐ!¹iºqÏ�¼4ºyÝ�»	±F«
¤¥±s¢�«�³� l©�«¥§O±�¢�£�¤~¢� $¢��� -©� l¢���«�³�¢��g¤�¢�²P U¨g±F U¬x«¥£=©�«¥£� �¶¥ q§� l£o¤~¦g¬e¤~©�­®¦i­i q±qÌIò= q´q¤~¨g±� 

D
­�±

½�Ë� q³Z¼�²P "²$­i¦®¦	«¥©�­Ê¢$­®¢�­®§°¤¥¦®¦4¢��� "¬x«¥£�©6¨�¦�¤¥±qÌ�ÿµ 
³� �½g§g -¢��� "¬x«¥¦i¦i«�²$­®§�¶!±� �¢o±"Ö

Sk = {t ∈ TD : σ(t) = k},Lk = {t ∈ TD : σ(t) < k},Gk = {t ∈ TD : σ(t) > k}.
Í�«¥¢� 
¢��g¤�¢

βk
­i±M­�³� l§I¢�­�´l¤¥¦®¦i¯°Ú9«�§ Lk

¼4¤~§O³°­i³� l§I¢�­�´l¤¥¦®¦i¯Ãº6«¥§ Sk
Ì4Í� �Ë�¢�¼4´l«¥§g±�­�³� l£

¢��g �¶¥ l§g l£o¤�¢�­i§�¶]¬x¨�§g´�¢�­i«¥§g±

F (x) =
X

t∈TD

x
|t|

, Sk(x, y) = y
X

t∈Sk

x
|t|

, Lk(x) =
X

t∈Lk

x
|t|

, Gk(x, y) =
X

t∈Gk

y
βk(t)

x
|t|

.

����¨g±l¼y¢��� �Â�¤~£�­�¤~ª�¦i 
x
¤¥¦®²�¤y¯�±�´�«¥¨g§�¢o±Ó±F­iül �¼~²$��­i¦® 

y
´l«¥£�£� �±FÄ�«¥§O³�±(¢�«M¢��� $§�¨�©]ªO q£s«~¬

±� l¶¥©� q§�¢o±�«~¬	¡I¢�£�¤¥��¦® q£ÓÂ�¤~¦i¨� 
k
Ì¥���g£�«�¨�¶¥��«�¨�¢�¢��� U£� �±�¢s«¥¬O¢���­i±AÄg¤~Ä� l£�¼~²$�� q§� lÂ� l£Ó²= $�g¤yÂ¥ 

¤Mª�­iÂy¤¥£�­�¤�¢� �¶¥ l§g l£o¤�¢�­i§�¶M¬x¨�§g´�¢�­i«¥§
F (x, y)

¼
F (x)

³� q§�«~¢� q±�¢��� �´�«�£�£� q±�Ä�«¥§g³�­i§�¶M¨�§�­iÂ�¤~£�­i¤~¢� 
¶¥ q§� l£o¤�¢�­®§g¶6¬x¨�§O´t¢�­i«¥§

F (x, 1)
Ì

���� �©� �¢���«�³�´l«¥§g±�­�±�¢o±P­i§�¢��� "¬x«�¦®¦i«�²$­i§�¶!±�¢� lÄg±qÌ
• ÿ�£�­Ê¢� "«¥¨�¢U¤¥§� �ê�¨O¤�¢�­i«¥§�¬x«¥£

Gk(x, y)
þ

• ´�«¥§O±F­�³� l£4¢��� A³� q£�­iÂ�¤�¢�­®Â�  «¥¬
Gk(x, y)

²$­Ê¢���£� �±FÄ� q´�¢B¢�«
y
¼ ∂Gk

∂y (x, 1) =
∑

t∈Gk

βk(t)x|t| þ

• ½g§g³�¤~§�¤¥±�¯I©�Ä�¢�«~¢�­i´P �Ë�Ä�£� q±�±F­i«¥§6¬x«¥£ ∂Gk

∂y (x, 1)
¼¥¤¥¦®¦i«�²$­i§�¶U¨g± ¢�«�³� l£�­®Â� =¤�±F¯�©�Ä�¢�«~¢�­�´

 �Ë�Ä�£� q±�±F­i«¥§g±P«~¬ ¢��g "¬x«¥£�©
Bk,n = ckn−1/2ρ−n(1 + o(1))

þ

• ´�«¥©�Ä�¨�¢� M¢��� �ªg£�¤¥§g´o��­i§�¶]£o¤�¢�­®«!¤�±
ck/ck+1

Ì
ÑQ§Ò²$�g¤~¢�¬x«¥¦i¦i«�²�±l¼O²P 
²$­i¦i¦(«�©�­®¢U¢��� 

x
¤~§g³

y
Â�¤~£�­i¤¥ª�¦i q±�­i§°¢��� ]±� l£�­® �±�¤¥±-±F«�«�§Ò¤¥±$¢��� l£� 

­�±-§g«�¤~©]ª�­i¶¥¨�­®¢�¯¥Ì+�Z l¢M¨g±-§�«�²+±� l �²$�g¤�¢M�g¤~ÄgÄO q§g±M«¥§°¢��� �±� �¢"«~¬Pª�­®§O¤~£�¯�¢�£� q q±qÌOÑQ§Ç¢���­�±
´l¤�±F �¼

D = {0, 2} ÌIÑQ§�¢��� "½g£o±�¢�±F¢� lÄ	¼�²$£�­®¢� "«�¨�¢$¢��� � �êI¨g¤�¢�­®«�§ZÌ

Gk = x(2Lk−1Gk + 2Sk−1Gk + S2
k + 2SkGk + G2

k)
ô�Ð¥ö

ÅA¤¥´o��©�«�§�«¥©�­�¤~¦~­i§"¢��� A£�­i¶¥�I¢F¸8�g¤¥§g³MÄg¤~£�¢Z«~¬Zô}Ð�öB´�«�£�£� q±�Ä�«¥§g³�±�¢�«�«¥§g Ó«~¬�¢��� AÄO«I±�±�­®ªg¦® 
´�«�§�½g¶�¨�£�¤~¢�­i«¥§g±U«~¬$¡I¢�£o¤~��¦i l£MÂ�¤~¦i¨� q±-¬x«�£-¢��� �¢�²P«�´o��­i¦i³�£� l§�«~¬�¤J§�«�³� �«~¬$¡I¢�£o¤~�g¦® q£-Â�¤~¦i¨� 
��­i¶¥�� q£!¢��O¤~§

k
ôe±� l Ò½g¶¥¨�£� ÇÐ¥ö�ÌAÑQ§/¤¾±� q´l«¥§g³K±F¢� qÄZ¼A²= Ò£� lÄ�¦�¤¥´l 

Sk(x)
ª�¯

ySk(x)
¢�«

¤¥´q´�«�¨�§I¢=¬x«�£�¢��� �§�¨�©]ªO q£$«~¬�±F q¶¥©� l§I¢�±�«¥¬Ó¡�¢�£o¤~��¦i l£�Â�¤~¦i¨� 
k
¼�¤¥§g³�³�­Êð4 l£� l§I¢�­i¤�¢� M¢�«�¶¥ l¢

∂Gk

∂y
(x, 1) =

2x (Gk−1(x, 1) − Gk(x, 1))
2

1 − 2F (x)
.

ô}ß�ö

Ý



���� 
±� l£�­® �±
F (x)

­�±�¤~§�¤~¦i¶¥ qª�£o¤~­�´-±� l£�­® �±�ô�¢���­i±�­i±�¢��� �²= l¦i¦Ê¸8Õ�§�«�²$§ �=¤~¢�¤~¦�¤~§�±� l£�­® �±�ö
²$­®¢��/±�ê�¨O¤~£� °£�«�«~¢!¢�¯�Ä� Ç³�«�©�­i§g¤¥§�¢�±F­i§�¶¥¨g¦i¤¥£�­®¢�­i q±q¼A¤~§O³K q¤¥´o�

Sk(x)
¤~§g³

Lk(x)
¼=¤�±9¤

£o¤�¢�­i«¥§O¤~¦-±� l£�­i q±q¼P�g¤�±�«¥§�¦i¯KÄO«�¦® �±�¤�±�±�­i§�¶¥¨�¦�¤~£�­®¢�­i q±qÌ=����­�±�­®©�Ä�¦i­® �±�¢��g¤~¢�¢��� µ£�¤�³�­®¨O±J«¥¬
´�«�§�Â¥ l£�¶¥ q§g´� �«¥¬

F
­i±]±�¢�£�­�´t¢�¦®¯Ã¦i q±�±�¢��O¤~§È¢��g¤�¢�«~¬� q¤�´o�

Lk
«�£

Lk
¼�¤~§O³B¼(­i§È¢�¨�£�§	¼	¢��g¤�¢

Gk(x) = F (x)−Lk+1(x)
�g¤¥±�¢��� U±�¤~©� �±F­i§�¶�¨�¦i¤¥£�­®¢�¯6±F¢�£�¨g´t¢�¨�£� �¤¥±

F (x)
Ì�Ø�¨g£F¢��� l£�©�«¥£� ¥¼

¢��g ]³� q§�«¥©�­i§g¤�¢�«¥£�­i§ÁôeßIö�Â�¤~§�­�±��� q±-¤�¢�¢��� ]±�­®§g¶¥¨�¦�¤~£�­Ê¢�­® �±l¼g²$��­®¦i �¢��� 6§�¨�©� l£o¤�¢�«¥£$¢o¤~Õ� q±�¤
½g§�­®¢� �¼�§�«�§�ül q£�«�Â�¤~¦i¨� ¥Ì

é ±�¤�£� �±F¨g¦Ê¢�¼O¢��� !±F­i§�¶�¨�¦i¤¥£�­®¢�­i q±M«¥¬
∂Gk/∂y(x, 1)

¤~£� ]«¥¬s¢��� �­i§�Â¥ l£o±� ]±�ê�¨O¤~£� ]£�«�«~¢
¢�¯�ÄO �¼g±�«]¢��g¤�¢$¢��� 
´�«� lù!´l­® q§I¢�±

Bk,n
�O¤yÂ¥ "¤~§�¤¥±�¯I©�Ä�¢�«~¢�­i´M«~¬ ¢��g "¬x«¥£�©

Bk,n = ckn−1/24n(1 + o(1)),

²$�� q£� 
ck
­i±�Ä�£�«�ÄO«�£F¢�­®«�§g¤~¦�¢�«

(Gk−1(1/4, 1)− Gk(1/4, 1))2
Ì

¡I¢� qÄÇû�´�«¥§O±F­�±�¢o±U­i§ÒÄ�£�«�Â�­®§g¶!¢��g¤~¢
limk→∞ ck−1/ck = 4

þO¢���­�±M­i±M±F¢�£o¤~­i¶¥�I¢F¬x«�£�²�¤~£o³
«¥§O´� "«¥§� "§�«¥¢�­�´� �±=¢��g¤~¢6ô}Ð¥ö�´q¤~§�ªO �£� l²$£�­®¢F¢� q§�¤�±

Gk(x, 1)

Gk−1(x, 1)
= 2x

Sk(x, 1) − Gk(x, 1)

1 − 2xF (x)
,

¬x£�«¥©>²$�� q£� M l¦i l©� l§I¢o¤~£�¯9±F­i§�¶¥¨g¦i¤¥£�­®¢�¯!¤~§g¤¥¦®¯�±�­i±P l§I¢�¤¥­®¦�±P¢��g¤~¢�¢��� M£�¤~¢�­i«�´l«¥§�Â¥ q£�¶� q±s¢�«
1/2¤¥±

x
¶�«� q±=¢�« ±1/2

Ì

� � ��

����������� ��
"�(��� ����� �	���$�$���
� TD
���o�(� �����o�(�

D

ÑQ§�¢���­�±U±� q´�¢�­i«¥§Z¼�²= 
¤¥±�±�¨�©� -¢��g¤�¢
D
­�±$¤~§�¯J½g§�­®¢� 
±� �¢�«~¬�­i§�¢� l¶� l£o±=¢��g¤~¢U´�«¥§I¢o¤~­i§g±

0
¤~§g³

¤�¢"¦i q¤¥±F¢-«�§� �­®§I¢� q¶¥ q£-¦�¤~£�¶¥ q£�¢��O¤~§
1
Ì����g 6¬e¤¥©�­i¦i¯°«~¬s¢�£� q q±M²P �¤~£� 6­i§I¢� l£� q±F¢� �³°­i§�­�±�¢��� 

±� �¢ TD
«~¬(Äg¦i¤¥§� �£�«�«¥¢� q³9¢�£� l �±�²$�� l£� M¢��� 
¤¥£�­®¢�¯9«~¬  q¤�´o��§�«�³� �¦i­i q±�­i§

D
Ì

×U¨g s¢�«-±FÄg¤�´� A´l«¥§g±F¢�£o¤~­i§I¢�±q¼t²P A«¥§�¦i¯M±�Õ¥ l¢�´o�"¢��� sÄ�£�«�«~¬e±qþ�¢��g A©� �¢���«�³"­i±(Â¥ q£�¯M±F­i©�­®¦�¤~£
¢�«�²$�g¤~¢�²=¤�±=¨g±F �³�­®§�¢��g �Ä�£� qÂ�­®«�¨g±�±F �´t¢�­i«¥§	Ì

���� �¶¥ q§� l£o¤�¢�­®§�¶-¬x¨�§g´�¢�­i«¥§]¬x«¥£s¤¥¦®¦�¢�£� q q± ­®§ TD
¢���¨g±s±�¤�¢�­i±F½g q±(¢��� �ÄO«�¦®¯�§�«�©�­�¤~¦� �êI¨g¤�¸

¢�­i«¥§
F (x) = x

∑

d∈D

F (x)d = xΦD(F (x)).
ôeûIö

Ñ8¢�­i±$¤�´l¦i¤�±�±�­i´q¤~¦4£� q±�¨�¦Ê¢�¹��I¼gÀy»	¢��g¤~¢=¢���­�±�±F q£�­i q±�´l«¥§�Â¥ q£�¶� q±=¤¥±$¤~§�¤~§O¤~¦i¯�¢�­i´U¬x¨�§g´�¢�­i«¥§
­i§g±F­�³� P¢��� =´�«�©�Äg¦® lË�³�­i±�´ |x| ≤ ρD

¼y²$�� l£� 
ρD = τ/ΦD(τ)

¤¥§g³
τ
­�±(¢��� =¨�§�­�êI¨� AÄ�«�±�­®¢�­iÂ¥ 

£� q¤~¦Ó±�«¥¦i¨�¢�­i«¥§Ç¢�«�¢��g � �êI¨g¤�¢�­®«�§
ΦD(τ) = xΦ′

D(τ)
Ì Ø�¨�£�¢��� q£�©�«�£� �¼

F (x)
�g¤�±�¤�±�­®§g¶¥¦i ��

³�«�©�­i§g¤¥§�¢�±F­i§�¶¥¨g¦i¤¥£�­®¢�¯�«¥¬�¢��� �±�êI¨g¤¥£� !£�«�«~¢
¢�¯�Ä� �¤~¢
ρD

¼ ¤¥§g³µ¢���­�±6¢�£o¤~§g±�¦i¤~¢� �±
­i§�¢�«Ç¤~§
¤¥±�¯�©�Ä�¢�«¥¢�­�´- lË�Ä�£� �±�±�­i«¥§

an ∼ C.ρ−nn−3/2 ¬x«¥£�¢��� �§�¨�©6ª� l£�«¥¬ D
¸�¢�£� l �±�«~¬�±F­iül 

n
Ì

Ø�«�£� �¤¥´o�¾­i§I¢� q¶¥ l£
k > 1

¼ TD
´l¤¥§Áª� �ÄO¤~£�¢�­®¢�­i«¥§� �³¾­i§�¢�«µßµ±� �¢�± Sk,Gk,Lk

²$­®¢��
£� q±�ÄO �´t¢�­iÂ¥ �¶� l§� q£�¤~¢�­i§�¶J¬x¨g§g´t¢�­®«�§g±

Sk(x)
¼
Gk(x)

¤~§g³
Lk(x)

Ì ¡�­i©�­®¦�¤~£�¦i¯°¢�«�¢��� !ª�­i§g¤~£�¯
±�­Ê¢�¨g¤�¢�­®«�§Z¼

Sk
¤¥§g³

Lk
¤¥£� �ªO«¥¢�� á�ë�ì�ä���ã4ë�í ÄO«�²= l£"±F q£�­i q±q¼B±F«�¢��O¤�¢"¢��� q­®£"Ä�«¥¦i q±M©6¨O±�¢
¤~¦i¦�g¤yÂ� 
©�«�³�¨�¦®­�±F¢�£�­i´�¢�¦i¯�¦�¤~£�¶¥ q£$¢��O¤~§

ρD
Ì4���I¨O±l¼ èoë6"%� Gk

�gë���ë ���lâgë�á�è�á2� ��ì �tä�ã�å~â�í®ë~átä�ì�&
ë�ì ρD

¼B²$­®¢���¢��g �±�¤~©� �¤~©�Ä�¦i­Ê¢�¨g³� 9¤�±
F
ÌZ���g­i±"´l¤¥§�ª� �­®§I¢� l£�Ä�£� l¢� �³Ç¤¥±M©� q¤¥§�­i§�¶�¢��g¤~¢q¼

¬x«¥£�½O§�­Ê¢� 
k
¼ ë~í æ0�;�tì�ë~í�í	í®ë~á}å�è6ì�á�èoèL�K��ëB yè 'Oì�á�ë ��í®èlá�ãgâ�æ!çoè�á"æ0�~á�è6ìG�gë�ã k

Ì
�	��

�����	���������	����������� ��
�!#"�$������ ��%
�&�������'�(�	)#*,+�$��.-0/���$�"��1)��2� ���3��)#��*

ρD .e2ikπ/d′
�546���	���

d′
���7�����

!#���8�&���	���9��)#*,*,)#
;:�� /5��� )#��)��<�	$��	*,��
=���>)��
D ? 46���	


d′ > 1
�������@� �	�����	�

F (x)/x
���6��
=/#��������
=�9"�+A)#
B�����

�'�C��
�!#�;)��D/#��������E�$��
x 7→ xe2iπ/d′

�F��
�:
D G � ���	���H��$ 4��	%��@�C�	/=�I�
� ��J	�0)��7�����0�K)#��*

d′k + 1
��)#�@� )#*,�

k L2M ���;+���)5)��K�0��
N�������0+���+O�	�P��� � "�*,�I���C�&�
d′ = 1

�<��)Q���H��)Q*I��R#�I
�)�� �&����)#
��,����� ���	� ? �����.%S����
TEA�
�.-5���	
�:��	:(��)P� ����!#�	
��	����$2����� �1����� ��$ % L

Æ



�	��
 � � ���*# % ���/��� � �(�������)
"� � � 
 # �$#��*� � 
�� �(�)���  "�$#�%&�(')�*#,+-%&'����
� ¨�£$¶�«�¤~¦4­i§J¢���­�±$Äg¤~£o¤~¶�£�¤¥Ä��!­�±�¢�«�²$£�­Ê¢� "¤¥§� �êI¨g¤�¢�­®«�§9¬x«¥£

Gk(x)
ÌgÑ8¬Ó¤6Â� l£�¢� �Ë�­®§�¤]¢�£� l 

�g¤�±
d
´o��­i¦�³�£� q§Z¼�¢��� l§Z¼O­Ê¬�²= �«¥§�¦i¯J²�¤~§I¢$¢�«9³�­i±�´�£�­®©�­i§g¤�¢� �­Ê¢o±-¡I¢�£�¤¥��¦® q£$§�¨�©6ª� l£U±�«9¤¥±$¢�«

ª� 6¤~ª�¦i �¢�«9³� q´l­i³� 6²$�� �¢��� l£-­Ê¢U­�±U±F¢�£�­�´t¢�¦i¯�¦i¤¥£�¶� l£=¢��g¤¥§Ò±F«�©� 
Â�¤~¦i¨� 
k
¼g²= 
«¥§g¦®¯�§� l �³�¢�«

³�­�±�´l£�­i©�­®§O¤�¢� �²$�� l¢��� q£�¢��g �¡I¢�£o¤~�g¦® q£�Ây¤¥¦®¨g �«¥¬= �¤¥´o�Ã´o��­i¦i³µ­�±�¦i¤¥£�¶� l£M¢��O¤~§
k
¼Z«¥£�«�§� !«~¬

¢��g UÂ�¤~¦i¨� q±AªO l¢�²P q l§
k−d+2

¤~§g³
k
¼I«¥£=±F©!¤~¦i¦i l£Ó¢��g¤~§

k−d+2
þI¤¥¦®¦OÂ�¤~¦i¨� q±A¦®«�²= l£Ó¢��g¤~§

k − d + 2
¤~£� U �êI¨�­®Â�¤¥¦® q§�¢�­i§9¢��g­i±=£� l¶�¤¥£�³Z¼¥ª� q´l¤¥¨g±� - qÂ¥ l§

d
´o�g­®¦�³�£� l§9 �¤¥´o�9²$­®¢��°¡I¢�£o¤~�g¦® q£

Â�¤~¦i¨� 
k− d + 1

²$­i¦®¦�«¥§g¦®¯�£� q±�¨�¦Ê¢=­®§�¤]¡I¢�£�¤¥��¦® q£PÂ�¤¥¦®¨� 
k
¬x«¥£P¢��� -£�«�«¥¢P§�«�³� �ÌI����­�±P©� �¤~§g±

¢��O¤�¢�¢��� �¶¥ q§� l£o¤�¢�­®§�¶Ò¬x¨�§g´t¢�­®«�§¾¬x«�£�¤¥¦®¦P¢�£� l �±6²$�� q£� J¢��� �£�«I«¥¢]�g¤�±6 lË�¤¥´t¢�¦®¯
d
´o��­®¦�³�£� l§

¤~§O³�¡I¢�£�¤¥��¦i l£$Â�¤~¦i¨� "¦i¤¥£�¶� l£=¢��O¤~§
k
¼g´l¤¥§�ª� � �Ë�Ä�£� q±�±� q³J¤�±

x
¢�­i©� �±�¤ à �~í &�ã��~æ]äeë~í Qd

­®§
¢��g -Â�¤~£�­�¤~ª�¦i q±

Gk, Sk, . . . , Sk−d+2, Lk−d+2
Ì�����­i±=Ä�«¥¦i¯�§�«¥©�­�¤~¦ Qd

´l¤¥§9ª� -«�ª�¢�¤¥­®§� �³!ª�¯
 �Ë�Äg¤¥§g³�­i§�¶Ãô�¬x«¥£�©!¤~¦i¦®¯�ö�¢��� � lË�Äg£� �±�±�­®«�§

(Gk + Sk + · · · + Sk−d+2 + Lk−d+2)
d ­®§I¢�«�¤

±�¨�©>«~¬Z©�«¥§g«¥©�­i¤¥¦i±q¼�¤~§g³B¼I­i§9¢��g -£� q±�¨�¦®¢�­i§�¶6±�¨�©�¼�±� l¦i q´�¢�­i§�¶6«�§�¦i¯]¢���«�±� U©�«�§�«¥©�­�¤~¦�±s¢��g¤�¢
¦i q¤¥³J¢�«9¤!¡I¢�£�¤¥��¦i l£�§�¨�©6ª� l£U±F¢�£�­�´t¢�¦i¯9«�Â� l£

k
Ì

ò=¯6Ä� l£�¬x«¥£�©�­i§�¶"¢��� $¶¥¦i«¥ªg¤¥¦g´o�g¤¥§�¶¥ �«~¬4Â�¤~£�­i¤¥ª�¦i q±
Si = Gi−1−Gi

¼
Li = F −Gi−1

¼
²= �´l¤¥§¾¤~¦�±F«Ç �Ë�Ä�£� q±�± Qd

¤�±6¤ÒÄ�«¥¦i¯�§�«¥©�­�¤~¦ Pd
­i§È¢��� �Â�¤~£�­i¤¥ª�¦® �±

Gk, . . . , Gk−d+1, F
þ

¢��g­i±6²$­®¦i¦A¦�¤�¢� l£
¯�­i l¦�³È±F«�©� q²$�g¤�¢6±�­i©�Äg¦® q£6 qêI¨g¤~¢�­i«¥§g±qÌZÍ�«¥¢� !¢��g¤�¢�¼(´l«¥§I¢�£o¤~£�¯°¢�« Qd
¼ Pd�g¤�±�§� l¶I¤�¢�­iÂ¥ �´l«I lù9´�­i l§I¢�±qÌ � §g´l -¢���­�±$­i±U³�«¥§� �¼g±�¨�©�©�­i§�¶!«�Â� l£$¤~¦i¦BÄO«I±�±�­iª�¦® 
³� l¶¥£� l �±P¬x«¥£

¢��g �£�«�«~¢$«¥¬ ¤
D
¸�¢�£� l "¯�­® q¦i³�±$¢��� "¬x«�¦®¦i«�²$­®§g¶] �ê�¨O¤�¢�­i«¥§�¬x«¥£�¢��� 
±� l£�­® �±

Gk(x)
Ö

Gk(x) = x
∑

d∈D

Pd(F (x), Gk(x), . . . , Gk−d+1(x))
ô�Ý¥ö

ôx²$­®¢���¢��� �Ä�£�«�ÂI­�±�­®«�§9¢��O¤�¢
Gi(x) = F (x)

²$�� l§� qÂ¥ q£
i ≤ 0

ö
� ¨�£�©!¤~­i§¾¢�«�«�¦=­�±�¤Ç£� q´l¨�£�£� q§g´� �£� q¦i¤~¢�­i«¥§¾ª� �¢�²= l q§Á¢��� �Ä�«¥¦i¯�§�«¥©�­�¤~¦�± Pd

¢��� l©�¸
±� l¦iÂ¥ q±q¼B²$��­�´o�È l§g¤¥ª�¦i q±�¨g±�¢�«Ò«�ª�¢�¤¥­®§È¤¥±�¯�©�Ä�¢�«¥¢�­�´�£� �±F¨�¦®¢�±"«�§Ã¢��� Jª�£�¤¥§g´o��­i§�¶�£�¤~¢�­i«�±"«¥¬
¤~§�¯J±�­i©�Äg¦®¯9¶� l§� q£�¤~¢� �³9¬e¤¥©�­i¦i¯9«~¬ ¢�£� l �±�²$­Ê¢���¤�� ãgä�ìQè ±F l¢�«~¬�³� l¶�£� q q±$¤~¦i¦i«�²P �³BÌ�ÿ� 
´l«¥§�¸Ô� q´�¢�¨�£� !¢��g¤�¢]±�­i©�­i¦�¤~£
£� q±�¨�¦®¢�±
±���«¥¨g¦i³µ��«�¦i³µ¬x«�£
­®§�½g§�­®¢� �±� �¢o±�«~¬�³� q¶¥£� l �±!ôx«¥£]¤�¢6¦i q¤�±�¢6¤
²$­�³� 
´�¦�¤¥±�±=«~¬ ¢��� q©!ö�¼�ª�¨�¢�²= l£� "§�«~¢U¤¥ª�¦i -¢�«�Ä�£�«�Â� U¢��� l©�Ì

�	«]¤yÂ¥«¥­�³�´�«�§�¬x¨g±�­®«�§�ª� �¢�²= l q§�¢��� -¶¥ q§� l£o¤�¢�­®§�¶"¬x¨g§g´t¢�­®«�§g±
F (x)

¼
Gk(x)

¼
Sk(x)

¤~§g³
Lk(x)

¤¥§g³Ò¢��� �Ây¤¥£�­�¤~ªg¦® �±U«¥¬PÄ�«¥¦i¯I§g«¥©�­i¤¥¦i± Qd
¤~§O³ Pd

¼B²= �²$­®¦i¦Ó¨g±� �¦i«�²= l£o´l¤¥±� 
¦i �¢�¢� l£o±
¬x«¥£�¢��� �¦�¤�¢F¢� l£�¼�¤~§g³�²$£�­Ê¢� 

Qd = Qd(g, s0, . . . , sd−2, `),Pd = Pd(f, g0, . . . , gd−1)ÿµ ��g¤yÂ¥ �Ö
Q1(g, `) = g,Q2(g, s0, `) = (g + s0)

2 + 2g.`,«¥£�¼� qêI¨�­iÂ�¤~¦i l§I¢�¦i¯¥¼
P1(f, g0) = g0,P2(f, g0, g1) = g2

1 − 2g0g1 + 2g0.f,Ø�«�£ ¢��� P½g£o±�¢�Â�¤~¦i¨� q± «~¬
d
¼y²= P«�ª�¢�¤¥­®§g q³ Pd

¢��g£�«�¨�¶¥��¤-´l«¥©�Ä�¨�¢� l£Ó¤~¦i¶¥ qª�£�¤U±F¯�±F¢� l©�Ì����� �±F 
±�¨�¶¥¶� q±F¢�¤�£� q´l¨�£�£� l§O´� �¬x«�£�Ä�«¥¦i¯I§g«¥©�­i¤¥¦i±MÖ
� �9< <
	��*���
	 ��á6ë~ã�& d ≥ 2 5

Pd(f, g0, . . . , gd−1) = gd
d−1 + d

∫ f

gd−1

Pd−1(t, g0, . . . , gd−2)dt
ô}Æ�ö

ë�ã+$ 5 è��lâ�äG yë~í®èlãgì�í & 5

Qd(g, s0, . . . , sd−2, `) = (g+s0 + · · ·+sd−2)
d +d

∫ sd−2+`

sd−2

Qd−1(g, s0, . . . , sd−3, t)dt

ô'�~ö

�



�J:;�����2�Bÿµ 
Ä�£�«�Â¥ !ô'�~ötþ(ôeÆ�ö$­i±$ �êI¨�­®Â�¤¥¦® q§�¢-¨�§g³� q£$¢��� 6Ä�£� qÂ�­®«�¨g±F¦i¯9©� l§I¢�­®«�§� q³°´o�g¤¥§�¶¥ "«¥¬
Â�¤~£�­i¤¥ª�¦i q±qÌ��$ q´q¤~¦i¦Z¢��g¤�¢ Qd

­i±�¢��� 
 q§�¨�©� l£o¤�¢�­i«¥§°Ä�«¥¦i¯�§�«¥©�­�¤~¦B¬x«�£�¢��� 
²�¤y¯�±U¤�¢�£� l �²$­®¢��
¡I¢�£�¤¥��¦® q£PÂ�¤¥¦®¨� M��­i¶¥�� q£A¢��g¤~§

k
´q¤~§9ª� M´l«¥§g±F¢�£�¨g´�¢� q³J²$­Ê¢���¤6£�«�«~¢�¤~§g³

d
±�¨�ª�¢�£� q q±=²$��«I±F 

¡I¢�£�¤¥��¦® q£�Ây¤¥¦®¨g q±Ó¤~£� =��­®¶��� l£ ¢��g¤~§
k
ô}´�«�¨�§I¢� q³]ª�¯�¢��g $Ây¤¥£�­�¤~ªg¦® 

g
ö�¼�«¥£Ó¤~§�¯�Â�¤~¦i¨� �ªO l¢�²P q l§

k
ôe´l«¥¨�§I¢� �³�ªI¯

s0
ö�¤~§O³

k−d+2
ôe´l«¥¨�§I¢� q³�ª�¯

sd−2
öt¼¥«¥£Ó¦i«�²P q£�¢��g¤¥§

k−d+2
ôe´l«¥¨�§I¢� q³

ª�¯
`
ötÌ
Í�«�²�´l«¥§g±�­i³� l£
¢��� �±F l¢ Ld

«¥¬�²P«�£�³g±
«~¬�¦i l§g¶~¢��
d
«�Â� l£6¢��� �¤~¦iÄ��g¤¥ªO l¢ {g, k, k −

1, . . . , k−d+2, `} ôx²$�g l£�  g
±�¢o¤~§g³�±Ó¬x«¥£��F��­®¶��� l£�¢��g¤~§

k �
¼¥¤¥§g³

`
±F¢�¤~§O³�± ¬x«¥£��F¦i«�²P q£(¢��g¤~§

k − d + 2�
öt¼I¢��g¤�¢�¼�­Ê¬ ¢��� q¯J¤~£� M­®§I¢� q£�Äg£� l¢� q³�¤¥±P¢��g "±� qêI¨� q§g´� "«¥¬�¡I¢�£�¤¥��¦® q£�Ây¤¥¦®¨g q±P¬x«¥£=¢��g 

d
´o��­®¦�³�£� l§Ò«¥¬A¤!§�«�³� �¼�£� q±�¨�¦®¢U­i§Ò¢��g­i±-§�«�³� 6�O¤yÂI­i§�¶�¡�¢�£o¤~��¦i l£-Ây¤¥¦®¨� ]��­i¶¥�� q£�¢��O¤~§

k
Ì Qd­�±A§�«�§� M«~¢��g l£P¢��g¤¥§!¢��� "´�«�©�©6¨�¢o¤�¢�­iÂ¥ -­®©!¤¥¶¥ U«¥¬ Ld

²$�� q§9 q¤�´o�9¦i �¢F¢� l£
k− i

­�±=©!¤~Ä�Ä� q³
¢�«9¢��� ]Ây¤¥£�­�¤~ªg¦® 

si
Ì�ÿø�g¤~¢U²P 6§� l �³�¢�«�³�«9­i±UÄ�£�«�ÂI­�³� 
¤!³� �±�´l£�­iÄ�¢�­®«�§°«~¬ Ld

­®§Ò¢� l£�©!±�«¥¬
Ld−1

¢��g¤~¢q¼�¨g§g³� l£�´l«¥©�©6¨�¢�¤�¢�­®«�§Z¼�´l¤¥§�ª� �­i§�¢� l£�Ä�£� �¢� �³�¤�±�ô �¥ötÌ
Ø ­®£o±�¢�¼�§g«~¢� �¢��g¤~¢=¤~¦i¦g²=«¥£o³�±A«~¬B¦® q§�¶~¢��

d
²$�� l£� 

`
³�«� q±P§�«~¢P¤¥Ä�Ä� q¤~£�¼¥ª� l¦i«¥§g¶�¢�« Ld

Ö
�g¤yÂ�­i§�¶

d
´o��­i¦i³�£� l§	¼� q¤¥´o��²$­®¢��9¡I¢�£�¤¥��¦® q£ÓÂ�¤~¦i¨� �¤�¢Ó¦i q¤¥±F¢

k−d+2
¼�­i±s l§�«�¨�¶¥�]¬x«¥£s¤"Â� l£�¢� �Ë

¢�«��g¤yÂ� "¡I¢�£�¤¥��¦i l£=Ây¤¥¦®¨g "¤~¢=¦i q¤�±�¢
k + 1

Ì�����­�±	Ô�¨O±�¢�­Ê½g �±=¢��� M¢� l£�©
(g + s0 + · · ·+ sd−2)

d­i§Ãô'�~ö�¼g¤~§g³�²= M§g«�²/¢�¨g£�§�¢�«�²=«¥£o³�±=­®§ Ld
²$�� q£� M¢��g �¦® l¢F¢� q£

`
¤¥Ä�Ä� q¤~£o±qÌ

�P«¥§g±�­�³� l£9¤Ã²=«¥£o³
w ∈ Ld

¼s²$­Ê¢��
j + 1

¢�«~¢o¤~¦�«�´q´�¨�£�£� q§g´� �±�«~¬
`
«�£

k − d + 2ô
j ≥ 0

öt¼�¤~§g³ø¢��� Kôx©]¨�¦Ê¢�­Ê¸�ö�±� �¢�«~¬
j + 1

²P«�£�³g±9«~¬
¦i l§g¶~¢��
d − 1

«¥ª�¢o¤~­i§� q³Kª�¯;½g£o±�¢
£� lÄ�¦�¤¥´l­®§�¶� q¤�´o�

k − d + 2
²$­Ê¢��µ¤¥§

`
¼�¢��� q§�£� l©�«�Â�­®§g¶J«¥§g ]«¥¬s¢��� 

`
Ì4Ñ8¢�­i±M �¤¥±�¯�¢�«�±F q 

¢��O¤�¢� q¤�´o�J«¥¬(¢��� q±� "²P«�£�³�±�ª� l¦i«¥§g¶�±P¢�« Ld−1
Ì�ÑQ§�Â� l£o±F q¦®¯�¼�¬x«�£�¤~§�¯9²=«¥£o³

w′ ∈ Ld−1
²$­®¢��

j
«�´l´�¨g£�£� l§g´l q±A«~¬

`
¼¥¢��� ]ôe©6¨�¦®¢�­®¸�ö�±� �¢�«~¬

d(2j − 1)
²P«�£�³�±A«¥ª�¢o¤~­i§� q³9ªI¯�½g£o±F¢P­i§g±F q£F¢�­®§g¶6¤~§

¤¥³g³�­Ê¢�­®«�§g¤~¦
`
­i§�¤¥§�¯9«~¬

d
ÄO«I±F­®¢�­i«¥§O±$­®§

w′ ¼�¢��� q§�£� lÄg¦i¤�´�­i§�¶� q¤¥´o� `
²$­®¢��° q­Ê¢��� l£$­®¢�±� l¦®¬Ó«¥£

k−d+2 �
ª�¨�¢P¦i q¤yÂ�­i§�¶�¤�¢s¦i q¤�±�¢s«�§� �«�´l´l¨�£�£� l§O´� �«~¬

`
¼�±�­®§g´l $²P«�£�³g±�­®§ Ld

²$­Ê¢���«¥¨�¢
`
¤¥£� 

¤~¦i£� q¤¥³�¯�¤�´l´l«¥¨�§I¢� �³�¬x«¥£
�
²$­®¦i¦BÄ�£�«�³�¨g´� -«¥§�¦i¯!²=«¥£o³�±A«¥¬ Ld

¼� �¤¥´o�J²=«¥£o³!²$­®¢��
j + 1

¢�«~¢�¤¥¦
«�´l´l¨�£�£� l§O´� q±(«~¬

k−d+2
«¥£

`
ªO q­®§�¶"«�ª�¢�¤¥­®§� �³

j+1
¢�­i©� q±qÌB�Z �¢�¢�­i§�¶�¤~¦i¦�¦® l¢F¢� q£�±�´l«¥©�©6¨�¢� ¥¼

¤~§O³È±F¨�©�©�­i§�¶Ç«�Â� l£6¤¥¦®¦P²P«�£�³�±
«~¬ Ld−1
¼ ²P J±� l 9¢��g¤~¢] q¤�´o�È©�«¥§�«�©�­�¤~¦

M`j ­i§ Qd−1ª� q´�«�©� q± d
k+1M((`+ sd−2)

j+1 − sj+1
d−2)

­i§ Qd
¼I²$��­�´o�!­i±P �Ë�¤¥´�¢�¦i¯�±�¯�©6ª�«¥¦i­i´�­®§I¢� q¶¥£o¤�¢�­®«�§

²$­®¢��Ã£� �±FÄ� q´�¢-¢�«
`
«¥§�¢��g �­i§I¢� q£�Â�¤~¦

[sd−2, sd−2 + `]
Ì	¡�¨g©�©�­i§�¶°¤~¦i¦s´�«�§�¢�£�­iª�¨�¢�­®«�§g±q¼�²= 

¶¥ l¢
ô �~ö�Ì
����� -¬x«¥¦i¦®«�²$­i§�¶�´�«¥£�«¥¦i¦�¤~£�¯6­�±$¤~§J �¤¥±�¯!´�«¥§O±F �ê�¨g l§g´l U«~¬(¢��� MÄ�£� lÂ�­i«¥¨g±=¦i l©�©!¤]¤¥§g³9«¥¬

¢��g � �Ë�Ä�£� q±�±F­i«¥§g±P¬x«�£�¢��� "½g£o±F¢�Ä�«¥¦i¯�§�«¥©�­�¤~¦�± Pd
¤~§g³ Qd

Ö
\ ��:;������	 :�� ���3� 	 �~á6ë�ã�& d ≥ 1 5

∂Qd

∂g
(g, s0, . . . , sd−2, `) = d. (g + s0 + · · · + sd−2 + `)d−1 ô}Ï�ö

	 â�átì���èlátæ(��á�è 5 Pd
ä3�K� �~æ0��åIè�ã+��â9�8�/.�$¥è8å¥á�èoè d ä�ãÒä�ì��  �ë�átäeë�ç�íièL� 5 ë~ã�$8��ë;� d− 1 ä�ã

f ë�ã+$ $¥è8å¥á�èoè 1 ä�ã g0
ó 
���â9� 5 Pd = g0Dd + Nd 5 ����èlá�è

Nd(f, g1, . . . , gd−1) = gd
d−1 + d

∫ f

gd−1

Nd−1(t, g1, . . . , gd−2)dt
ô}À�ö

Dd(f, g1, . . . , gd−1) = d

∫ f

gd−1

Dd−1(t, g1, . . . , gd−2)dt
ô�º�Ú�ö

Nd =

(

d

2

)

g2
1f

d−2 + O
(

fd−3
) ô�º�º�ö

Dd = dfd−1 − d(d − 1)g1f
d−2 + O

(

fd−3
) ô�ºyÐ¥ö

Ï



ÑQ§�¦®­i¶¥�I¢$«~¬ ¢���­�±q¼	ô}Ý�öP±�«¥¦iÂ¥ �±P¢�«

Gk(x) =
x

∑

d∈D Nd(F (x), Gk−1(x), . . . , Gk−d+1(x))

1 − x
∑

d∈D Dd(F (x), Gk−1(x), . . . , Gk−d+1(x))

ô�º�ß�ö

Í�«¥¢�­�´� �¢��g¤�¢A¢��� -¦® �¤¥³�­i§�¶�¢� l£�©�±Môx­i§9Ä�«�²P q£�±s«~¬
F (x)

ös­i§!¢��� -³� q§�«¥©�­i§g¤�¢�«¥£P«~¬sô�º�ß�ö
 �Ë�¤�´t¢�¦i¯J´q¤~§g´l l¦4¢��g "¢� l£�©�«¥¬

1
²$�� q§

x = ρD
¼g±F­i§g´l 

x
∑

d∈D

dF (x)d−1 = 1

­�±6 lË�¤�´t¢�¦®¯�¢��� � qêI¨g¤~¢�­i«¥§Ã¬x«�£6¢��� �±�­®§g¶¥¨�¦�¤~£�­Ê¢�­® �±
«¥¬
F
Ì é ¦i±�«g¼ §�«~¢� 9¢��g¤�¢°ô�¬x£�«¥© ô�º�º�¸oº�Ð�ö

¢��g 9£� q©!¤~­i§�­®§g¶°¦® �¤¥³�­i§�¶�¢� q£�©!±9ôe­®§ÁÄO«�²= l£o±"«~¬
F (x)

ö
­i§µ¢��� �§�¨�©� l£o¤�¢�«�£
¤~§g³Ã³� q§�«¥©�­®¸
§g¤~¢�«¥£M¤~£� �­®§�¤9£o¤�¢�­i«�¢��O¤�¢-­�±- �Ë�¤¥´�¢�¦i¯

Gk−1(x)
ÌB¡�­i§g´l ¥¼O¬x«¥£-¤¥§�¯

x
¼�¤¥¦®¦(Ây¤¥£�­�¤~ªg¦® �±�«~¬�¢��� 

Ä�«¥¦i¯I§g«¥©�­i¤¥¦i± Nd
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+∞ ¼g¢���­�±M±F¨�¶�¶¥ �±�¢o±�¢��g¤~¢�¢��g 6£o¤�¢�­i«
Gk(ρD)/Gk−1(ρD)

´l«¥§�Â¥ q£�¶� q±Ó¢�«
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k
¶�«I �±P¢�«

+∞ Ì�ÑQ§�¬e¤¥´t¢�¼�¢��� "«�§�¦®¯J­®§�¶�£� �³�­i l§I¢
©�­i±�±�­®§�¶�¢�«�´l«¥©�Ä�¦i �¢� ]¢��� !Ä�£�«�«~¬A­�±M¢�«�Ô�¨g±F¢�­®¬x¯Ç¨g±�­i§�¶�¢��� !Ä�«�²P q£�±M«¥¬A¢��g �Â�¤¥£�­i«¥¨g±

Gk−iÂ�¤~£�­i¤¥ª�¦i q±Ó¢�«�±� l¦i q´�¢A¢��� M³�«¥©�­®§O¤~§I¢A¢� l£�©�±=­i§�ôFºqß�ö�ÌI���g­i±P­i±P¢��� -£� q¤�±F«�§�¬x«¥£P¢��� -¬x«¥¦i¦i«�²$­®§�¶
¦i l©�©!¤�Ì
� �9< <
	��*� � � èlì D çoè�ë � ãgä�ìQè ��èlìK�/.�ë�í�íO�B�Aè%$ $¥è8å~á�è�è#� 5 0 ∈ D 5 D 6⊂ {0, 1} 5 ë�ã+$�í®è�ì
d′ = max D ó 
+��èlã 5 .#�~á6ë�ã�& k ≥ 1 5

Gk−1(ρD) ≥ Gk(ρD) ≥ 1

d′
Gk−1(ρD).

ô�ºqûIö

�J:;�����2��� ����è�ìH",��� ���� s½g£�±F¢	Äg¤¥£F¢Z­�±	¤¥§�«¥ª�Â�­®«�¨g±B´�«�§g±� qêI¨� l§O´� Ó«~¬�¢��� Ó¬e¤¥´�¢	¢��g¤�¢ Gk−1
±�¨�©!±

«�Â¥ q£s©�«¥£� $¢�£� l �±Ó¢��g¤~§
Gk

þ¥¢��� M±� q´l«¥§g³�ÄO¤~£�¢A­i±PÄ�£�«�Â¥ �³]ª�¯!³� l½g§�­i§�¶ Ed = −Dd + dfd−1 ¼¤~§O³J¨g±�­i§�¶ÒôeÆIös¢�«!Ä�£�«�Â¥ ¥¼�ª�¯9­i§g³�¨g´�¢�­i«¥§�«¥§
d
¼�¢��g¤~¢

Nd(f, g1, . . . , gd−1) ≥
1

d′
gd−1Ed(f, g1, . . . , gd−1) ≥ 0

ô�ºyÝ¥ö
��«�¦i³�±U¤¥±$±�«I«�§�¤�±

0 ≤ g1 ≤ · · · ≤ gd−1 ≤ f
Ìg���� �¦i l©�©!¤�­i±=¢��� l§°Äg£�«�Â� q³9ª�¯�¤�´l«¥§�Â¥ lË

´�«�©6ª�­i§g¤~¢�­i«¥§�«~¬=ôFº�Ý�öt¼�«¥ªO±F q£�Â�­i§�¶6¢��g¤�¢

Gk(ρD) =

∑

d∈D Nd(F (ρD), Gk−1(ρD), . . . , Gk−d+1(ρD))
∑

d∈D Ed(F (ρD), Gk−1(ρD), . . . , Gk−d+1(ρD))
.

�

\ ��:;������	 :�� ����� 	 �~á$ë~ã�& � ãOä�ì8è D 5 íiè�ì γk
� á�è#�}àgè%"�ì�äG �è�í & 5 σk

�J$�è�ã+��ìQè$ì���è �tä�ã�å~â�í®ë~á  yë~í âgè
�/. Gk � γk = Gk(ρD)

� á�è#��à�è%"lì}äG �èlí & 5 σk = Sk(ρD) �~ó 
��gè�ã 5

lim
k→∞

γk

γk−1
=

1

2
, lim
k→∞

σk

γk
= 1, lim

k→∞

σk

σk−1
=

1

2

�	��� � ���
	�#�%&� � ���/����#�%-���)
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£o¤�¢�­i«
Bk,n/Bk+1,n

ÌÓÿ� �²$­i¦®¦�Äg£�«�Â� 9¢��O¤�¢
rk

¢� q§g³�±�¢�«
4
¤�±

k
¢� q§g³�±�¢�«Ã­i§�½g§�­®¢�¯

�
¤

±�«¥©� l²$�g¤~¢]²= q¤¥Õ¥ l£�£� q±�¨�¦Ê¢�¢��O¤~§¾¢��� �Ä�£� lÂ�­®«�¨g±�¦®¯µÕ�§�«�²$§¾¬e¤�´t¢°ô�¬x«¥£�ª�­i§g¤¥£�¯Ã¢�£� q q±oö�¢��g¤�¢
rk = 4

Ì��(«�³�«�¢���­�±l¼g²P �´�«�§g±�­i³� q£=¢��� �ª�­iÂ�¤~£�­i¤~¢� "¶¥ q§� l£o¤�¢�­®§g¶6¬x¨�§O´t¢�­i«¥§

Fk(x, y) =
∑

T∈TD

x|T |yβk(T ).

�P¦i q¤~£�¦i¯¥¼
Fk(x, 1) = F (x)

Ì��-±F­i§�¶°±�¢o¤~§g³g¤~£o³°¶¥ q§� l£o¤�¢�­®§�¶J¬x¨�§g´�¢�­i«¥§µ©�¤¥§�­iÄ�¨�¦�¤�¢�­i«¥§O±M¤¥§g³
§�«¥¢�¤�¢�­®«�§g±q¼�¢��� "¢�«~¢�¤¥¦B§�¨�©6ª� l£$«¥¬ ª�£o¤~§O´o�� q±=«~¬�«¥£o³� q£

k
­i§

D
¸�¢�£� l �±�«~¬�±F­iül 

n
­i±$ lË�¤¥´t¢�¦®¯

[xn]
∂Fk

∂y
(x, 1).

ÿµ ��g¤yÂ¥ 
Fk(x, y) = Lk(x)+ySk(x)+Gk(x, y).

�-±F­i§�¶"¢��� �§�«¥¢�¤�¢�­®«�§g±�«~¬�¢��g �Ä�£� lÂ�­®«�¨g±
Äg¤¥£�¤¥¶¥£o¤~Ä��Z¼

Gk(x, y) =
∑

d∈D

Qd(Gk(x, y), ySk(x), Sk−1(x), . . . , Sk−d+2(x), Lk−d+2(x)).
ô�º�Æ�ö

Í�«¥¢� �¢��g¤�¢-ôFºqÆIö Ä�£�«�Â� q±(¢��O¤�¢
Gk(x, y)

¼�¤~§O³]ª�¯] �Ë�¢� q§g±F­i«¥§
Fk(x, y)

¼I¤~£�  ë�í åIè�ç�á�ë~ä�" ±� l£�­i q±­i§Á¢��� l­i£�¢�²P«µÂ�¤~£�­i¤¥ª�¦i q±q¼ ±�­®§O´� �¢��� �Â�¤~£�­i«¥¨g±
Si

¤~§g³
Li

±� l£�­® �±�¤~£� �¤~¦i¦$£o¤�¢�­i«¥§O¤~¦�Ì(Ñ8¬M²P 
³�­®ð� q£� q§I¢�­�¤�¢� °ôFºqÆ�ö-²$­®¢��Ã£� q±�ÄO �´t¢�¢�«

y
¤¥§g³Ã±F l¢

y = 1
¼B²P �¶� �¢6¤~§µ qêI¨g¤~¢�­i«¥§µ²$��­�´o��²= 

´l¤¥§�­i©�©� q³�­�¤�¢� l¦i¯�±�«¥¦iÂ¥ -¬x«¥£
Γk(x) = ∂Fk/∂y(x, 1)

Ö

Γk(x) = Sk(x)
x

∑

d∈D
∂Qd

∂s0

(Gk(x, 1), Sk(x), . . . , Sk−d+2(x), Lk−d+2(x))

1 − x
∑

d∈D
∂Qd

∂g (Gk(x, 1), Sk(x), . . . , Sk−d+2(x), Lk−d+2(x))

ô�ºC�~ö

���� 6³� q§�«¥©�­i§g¤�¢�«¥£�­i§¾ô�ºC�~ö=­�±� lË�¤�´t¢�¦®¯
1 − x

∑

d∈D dF (x)d−1 = F (x)/(xF ′(x))
Ì

¡�­i§g´� �¢���­i±�Â�¤¥§�­i±��� �±�¤~¢�¢��� °³�«�©�­i§g¤¥§�¢!±�­®§�¶�¨�¦�¤~£�­Ê¢�¯
x = ρD

¼s¤~§g³¾¢��� �§�¨�©� l£o¤�¢�«¥£�­®§
ô�ºC�~ös�g¤¥±=¤�½g§g­Ê¢� ¥¼�§�«�§�ül q£�«
¦i­i©�­®¢q¼�¨g±�­i§�¶]¤ ì}á�ë~ã ��.�èlá-í®èlæ�æ�ë ¹��I¼�À�»8¼�²= M¶¥ �¢P¢��� -¬x«¥¦i¦i«�²$­®§�¶ q±F¢�­i©!¤�¢� q±"Ö

• Bk,n ∼ bkρ−n
D n−1/2 ¬x«¥£�±�«¥©� "ÄO«I±F­®¢�­iÂ¥ �´�«�§g±F¢�¤~§I¢ bk

þ

• ¢��� �ª�£o¤~§O´o��­®§g¶]£o¤�¢�­®«]¬x«¥£$ª�£o¤~§O´o�� q±�«¥¬�¡I¢�£�¤¥��¦® q£$§�¨�©6ª� l£
k
­i±

bk

bk+1
=

σk

σk+1

∑

d∈D
∂Qd

∂s0

(γk, σk, . . . , σk−d+2, Lk−d+2(ρD))
∑

d∈D
∂Qd

∂s0

(γk+1, σk+1, . . . , σk−d+3, Lk−d+3(ρD))
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1
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2
¤¥±

k
¢� q§g³�±=¢�«!­i§�½g§g­Ê¢�¯�Ì

Y87 �9��:;�9< ��� � 
+��èµç�á�ë~ã�"%��ä�ã�åÁá�ë�ì�ä�� �/.�ì�á�èoè#� �E.Òë�ã�& .�ë~æ]ä�í & �/. � ãgä�ìQè $�è�å¥á�èoè D ä3�
ë��L&�æUà�ìH��ì�ä�"oë�í�í & 4 ó
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� £�­®¶�­®§g¤¥¦®¦i¯¥¼B¡I¢�£�¤¥��¦® q£-§�¨�©]ªO q£�±M²= l£� ]³� �±F­i¶¥§g q³°¢�«��g­®¶���¦®­i¶¥�I¢"£�­iÂ¥ q£M±��g¤¥ÄO �±lÌB���� � �Ë�¢� q§�¸
±�­®«�§]¢��g¤�¢P²P $�g¤yÂ� $¶¥­iÂ¥ q§�­�±Ó­i§�¢��� -±�¤¥©� -±FÄ�­i£�­Ê¢�Ö���­®¶���¦i­®¶���¢� l§�­i§�¶�­i§�¬x«¥£�©!¤�¢�­®«�§]¬x£�«¥© ¢�£� l 
±F¢�£�¨g´t¢�¨�£� �±lÌ�ÿµ ]±���«�²c�� l£� 
¢�²=«9£� q±�¨�¦®¢�±qÌ � §� �´�«�§g´� q£�§g±-§g¤yÂ�­i¶�¤�¢�­®«�§�¢�«�«¥¦�±6¹ÜÐy»Ó¤~§O³B¼g¢��� 
«~¢��� l£A½g¦i -±�¯�±F¢� q© £� �¢�£�­i lÂ�¤¥¦Z¹ û¥»�ÌIÿø�� q§9«¥§� UÂI­�±�¨g¤~¦i­®üq q±Ó¦�¤~£�¶¥ �¢�£� q q±A«¥§9¤
±�´�£� l q§Z¼�³�­�±�Ä�¦i¤y¯I¸
­i§�¶"¢��� - l¦i l©� l§I¢o±�ôxÂ� l£�¢�­�´� q±A¤~§g³� �³�¶¥ �±�ö�´q¤~§�¢�¤¥Õ¥ $©�«¥£� �¢��g¤¥§�½�¬�¢�¯�©�­i¦i¦®­�±F �´�«�§g³�±�ô

δ0
ötÌ¥ÑQ§

«¥£o³� q£s¢�«]�g¤yÂ¥ -¤���­i¶¥�9Ä� l£�¬x«¥£�©!¤~§g´l �Â�­i±�¨g¤~¦i­iüq¤�¢�­®«�§9±F¯�±F¢� q©�¼I«¥§g U§� q q³�±A¢�«�¤¥´l´l lÄ�¢= lÂ� l§I¢�±
´�«�©�­®§�¶�¬x£�«¥©'¢��� !¨O±F q£Jôx©�«¥¨O±F !©�«�Â¥ q©� l§I¢�±q¼BÕ¥ q¯Iª�«�¤¥£�³µ¤¥´�¢�­i«¥§g±oö-²$­Ê¢���­i§

δ0
Ì(ÑQ§Ã«¥£o³� l£

¢�«�­i§g´�£� q¤�±F -ÄO q£F¬x«�£�©!¤~§O´� ¥¼�¢��g M©� l¢���«�³�Ä�£�«�ÄO«I±F �³!ª�¯!ÿø­®¦i¦�±"¹ Ð~û�»Z´�«¥§O±F­�±�¢o±=­®§�Ä�£� �³�­�´t¢�­i§�¶
¢��g �§�¨�©]ªO q£-«¥¬P q¦® q©� q§I¢�±U¢��g¤~¢�´q¤~§�ªO �³�­�±FÄ�¦�¤y¯¥ �³Ò³�¨�£�­i§�¶

δ0
ÌB����¨g±-¢��� !±�¯�±�¢� l© ­i§g´�£� �¸

©� l§I¢�¤¥¦®¦i¯Ç³�­�±�Ä�¦i¤y¯�±-¢��g ]¢�£� q °ôxª�¯ÒÄg¤¥£F¢o±�¤¥±�±F«�´�­�¤�¢� q³Ò¢�«
δ0
ö-¤¥§g³� l§g±�¨�£� q±-¢��g¤~¢�¢��� �¢�­®©� 

£� q¤¥´�¢�­i«¥§�«~¬ ¢��� 
±�¯�±�¢� l©�­�±$¦i q±�±=¢��g¤¥§
δ0
²$­Ê¢���«¥¨�¢U¤¥§�¯9£� �êI¨� q±F¢�¢�«�¢��� 
´l¦®«�´oÕ4Ì

���� !Ä�£�«¥ª�¦i l© §�«�² ­�±"¢�«Ò±F q¦® �´t¢�¢��g  çoèL�tì  l¦i l©� l§I¢o±"¢�«Ò³�­�±�Ä�¦i¤y¯�±F«�¢��g¤�¢�¢��� 9¨g±� l£±���«¥¨�¦�³�§�«~¢�ªO �¦i«�±F¢�­®§���­�±$³�¤�¢o¤�Ì�ÑQ§�«¥¨�£�©� �¢���«�³B¼�²P MÄ�£�«¥Ä�«�±� U¢�«!³�­i±�Ä�¦�¤y¯�¢��� " q¦® q©� q§I¢�±
­i§J³� q´l£� �¤¥±�­®§g¶]¡I¢�£o¤~�g¦® q£A«¥£o³� q£s«~¬B¢��� -Â� l£�¢�­�´� �±lÌI���� �½g¶�¨�£� q±A±���«�²;¢��g U£� q±�¨�¦Ê¢P¬x«¥£

520000Â¥ q£F¢�­i´l q±�Ö4Ø ­®¶�¨�£� 
ß9±F�g«�²�±$²$�g¤�¢-�g¤~Ä�Ä� l§O±U²$�� q§ �tæ�ë~átì ´o��«¥­�´� �­�±-³�«¥§� �¼O¤~§O³°Ø(­i¶¥¨g£� �û±���«�²�±P¢��� �£� q±�¨�¦®¢�²$�� l§�¤~Ä�Äg¦®¯�­i§�¶�«¥¨�£$©� �¢���«�³BÌ
é §°«¥¢��� q£$½g l¦�³�«~¬�­i§�¢� l£� q±F¢�­i±$¢�«!½g§O³ �oä�æ�ä�í®ë~á ±F¢�£�¨g´�¢�¨�£� q±�­i§Ò¤~§�­i§�¬x«¥£�©!¤�¢�­i«¥§°±�¯�±�¸¢� q©�Ì '�ä�æ]ä�íië�á �� q£� -©� �¤~§g±P§�«¥¢A¢��g M±�¤~©� �ª�¨�¢�êI¨�­®¢� -¢��� M±�¤¥©� 6Ö�¢��� M¨g±� l£=©�¤y¯�´o��«�«�±� U¤ú�³� l¶¥£� l U«~¬(±�­®©�­i¦i¤¥£�­®¢�¯Zú�Ì � §� -£� q¤¥¦�êI¨� �±�¢�­®«�§J¤¥±�±�­®¶�§� q³9¤~¢P¢��� MÑQ§�¬x«�Â�­i±qî Ú�ß
´�«�§I¢� q±F¢-¹ û~»B²�¤¥±

«¥§�½g¦i 6±�¯�±�¢� l©!±
ô�¢��g¤�¢"¤~£� M¢�£� l q±oö"ÖO¶¥­iÂ¥ l§�¢�²=«�ÂI­i l²�±
S1

¤¥§g³
S2

«~¬s¤!±�¤~©� "½g¦i 6±�¯�±F¢� q©
¢�¤¥Õ¥ q§¿¤�¢�¢�²=«µ³�­Êð4 l£� l§I¢�¢�­i©� �±l¼s±���«�²>¢�«µ¢��� �¨g±� l£�²$�g¤~¢�Äg¤¥£F¢o±��g¤yÂ¥ �´o�g¤~§g¶¥ q³ZÌ ÿµ«¥£�Õ
�g¤�±=¤¥¦®£� q¤�³�¯!ª� l l§�³�«�§� "ªg¤¥±� q³�«¥§�¤~£�­Ê¢�¯!ª�¯�Û� q©�¦®¯I¤¥´o�� q§�Õ¥«�¹ Ð¥Æy»	¤~§g³�©�«¥£� -£� q´l l§I¢�¦i¯!ª�¯
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¦i lÂ¥ q¦8ú6´o��«�±� l§�­®§�¢��g­i±"Â�­i l²+ª�¯�¢��g �¨O±F q£q¼4�� �´l¤¥§�´�«�§g±�­i³� q£M¢��g¤~¢"§g«�ª�­i¶�´o�g¤~§�¶� q±-�g¤yÂ¥ 
«�´l´l¨�£�£� q³Ã³�¨g£�­i§�¶Ò¢��� �´o�g«�±� l§µ¢�­i©� ¥Ì é Ä�Ä�¦i¯�­®§g¶Ç«¥¨g£]¤~¦i¶¥«�£�­®¢��g©'£� q´�¨g£�±�­®Â� l¦i¯¥¼Z²= J³� l¢� �´t¢
±�¨�ª�¢�£� l �±=¢��g¤~¢�¤~£� "³�­Êð4 l£� l§I¢qÌ � §g "´q¤~§°±� l "­®§�¢��g "½g¶¥¨�£� �Æ]¢��g¤~¢$±�«¥©� �±�©�«�«¥¢���´o�g¤~§�¶� q±
�g¤yÂ� J«�´l´l¨�£� �³È«¥§¾¢��� �¦�¤~ª� l¦�±6 qÂ¥ l§Á­Ê¬-¢��� �³�£o¤y²$­®§�¶Ç«~¬�¢��� J¢�£� q �­�±]¢��� �±�¤~©� ¥Ì�����­�±]­�±

º¥º



File system S1 File system S2

Ø(­i¶¥¨g£� 
Ý�Ö��(²=«]½O¦® 
±�¯�±�¢� l©!±lÖ�«�Â� l£�Â�­® q²
File system S1 File system S2

Ø(­i¶¥¨g£� �Æ�Ö��(²=«]½O¦® 
±�¯�±�¢� l©!±lÖ�½O£�±F¢$ül«�«¥©

Ø ­®¶�¨�£�  ��Ö é ½g§g¤¥¦Bül«�«¥©�«�§�ªO«¥¢���½g¦i "±�¯�±�¢� l©!±

³�¨� U¢�«6¢��� -§g¤yÂ�­®¶I¤�¢�­i«¥§�¢�«I«�¦g¢��g¤�¢=²P -�g¤yÂ¥ -³� q±�´�£�­®ª� q³!¤¥ªO«�Â� ¥Ì�ÑQ§!¢��� -£� �¤~¦OÂ¥ l£o±�­®«�§Z¹ ûy»8¼I²P 
¨g±� 6«�§�¦®¯°´l«¥¦i«¥£o±�ª� q´l¤¥¨g±� ]±�¤~©� ]´l«¥¦i«¥£o±�±F¨g¶¥¶¥ �±�¢"±�¤¥©� 6±F¨gª�¢�£� l �±lÌ4���� �±F­i©�­®¦�¤~£-ª�­®¶�³�­�±FÕ�±
­i§µØ ­i¶¥¨�£� ]Æ�¤~£� ]³�­®ð4 l£� l§I¢
¤~§g³Ç�g¤yÂ¥ �À�Ý�º�¤~§g³ �~Ý�Ý!§�«�³� �±l¼4£� q±�ÄO �´t¢�­iÂ¥ q¦®¯�Ì�Ø ­i¶¥¨�£�  �!²�¤¥±
«¥ª�¢�¤~­i§� �³Èª�¯µ±�¨�Ä�Ä�£� q±�±�­®§�¶Ò¢��� J¢�²P«Ç³�­i±�Õ�±]¤~¬�¢� l£]­®§O±FÄ� q´�¢�­i«¥§ZÌ ÿ� ��g¤yÂ� !«¥§�¦i¯È³�­i±�Ä�¦�¤y¯¥ �³
¤�±F­i©�­®¦�¤~£"Äg¤¥£F¢"«~¬=¢��g ]¢�²=«�±F¨�ª�¢�£� l q±qÌ é ¦i¦�¢��g q±� �©� l¢���«�³�±��O¤yÂ¥ �ªO q l§µ­®©�Ä�¦i l©� l§I¢� q³µ­®§
�(¨�¦®­iÄÃ¹ ß~»	¤~§g³�²=«¥£�Õ!«¥§�£� �¤~¦B lË�¤¥©�Ä�¦® �±lÌ

�ñ�$����� �$���P�$�
¹iº�»
×]Ì é ¨�ª� l£�Ì � ¨�¢�­i¦�±�³� µÂ�­i±�¨g¤¥¦®­�±�¤~¢�­i«¥§z³� �¦�¤~£�¶¥ �±J±F¢�£�¨g´t¢�¨�£� �±�³� µ³�«�§�§��q q±qÌ ÷A�g×

³�­�±�±F q£F¢o¤�¢�­i«¥§	¼ �U§�­iÂ¥ l£o±�­Ê¢��"ò=«�£�³� �¤~¨�ËÒº�¼gÐ~Ú�Ú�Ð�Ì
¹ÜÐy»
×]Ì é ¨�ª� l£�Ì �U±�­i§�¶Ç±F¢�£o¤~��¦i l£]§I¨g©6ª� l£o±�¬x«¥£]£� �¤~¦A¢�­i©� �Â�­i±�¨g¤~¦P �Ë�Ä�¦i«¥£o¤�¢�­®«�§È«~¬$��¨�¶¥ 

¶�£�¤¥Ä��g±qÌÓÑQ§�� ãgìQèlátã�ë�ì�ä���ã4ë�í�� �~ã
.�èlá�è�ã+"oè(��ã�� �~æ�à4â�ì8èlá
		ä3�tä��~ãÃë~ã�$��=á�ë�à ��ä�"L� ¼�Â¥«�¦Ê¸¨�©� �º�¸Qß�«~¬
� �~â�átã�ë~í��/.��1'��
� ¼�Äg¤¥¶¥ q±�Ý¥Æ � Æ¥À�¼�Ð~Ú�Ú�Ð�Ì
¹ ß�»
×]Ì é ¨�ª� l£�Ì6�(¨�¦®­iÄÁÖ é ��¨�¶¥ ]¶¥£o¤~Ä��ÇÂI­�±�¨g¤~¦i­i±�¤�¢�­®«�§°¬x£o¤~©� l²=«¥£�Õ4Ì-ÑQ§�÷ ÌZýÒ¨�¢�üq l¦Ó¤~§g³

ýÈÌ�õ��g§�¶¥ q£q¼� �³�­®¢�«¥£o±q¼ ��á�ë�à����
á�ëB�Óä�ãIå '*�/.oì �Aë�á�è#� ¼�ýÒ¤~¢��� q©!¤�¢�­�´l±(¤~§g³"Þ-­i±�¨g¤¥¦®­iüq¤~¢�­i«¥§Z¼Äg¤¥¶¥ �±-º�Ú�Ý
�
º�Ð¥Æ�Ì�¡�Ä�£�­®§�¶� l£�¸�ÞÓ q£�¦�¤~¶O¼�Ð¥Ú¥Ú�ß�Ì

¹ û~»
×]Ì é ¨gªO q£q¼~ýÈÌ�×U q¦® �±�¢�¼¥õgÌ ÷�Ì¥×-«¥©� l§�¶� l£�¼�÷�Ì¥Ø� q£�£o¤~£�«g¼y¤~§g³ ��Ì�¡�¢�£o¤~§g³��	Ì�ÅsÞ é �uÖ�ÅA§�¸
Â�­i£�«�§�©� l§I¢�¬x«¥£ÓÂ�­i±�¨g¤¥¦®­iüq¤~¢�­i«¥§�¤~§g³�¤~§O¤~¦i¯�±�­�±�«~¬�¢�£� l q±qÌgÑQ§�������� '�&�æ�à����tä�ì�ä���ã ��ã � ã �

º�Ð



.#�~átæ�ë~ì}ä��~ã 		ä3�tâgë�í ä3�lë~ì}ä��~ã � ��ãgìQè#�oì ¼¥Â�«¥¦i¨�©� U²$²$²�Ì ´l±qÌ ¨g©�³ZÌ  �³�¨ � �O´�­i¦ � ­®Â�Ú¥ß�´�«�§�¢� q±F¢ � ¼Äg¤¥¶¥ �±-ºyÐ�û
�
º�Ð¥Æ�¼�Ð~Ú¥Ú�ß�Ì

¹ÜÝy»
õOÌ=ò=«�¨�£�³�«¥§Z¼=ýÈÌ$Í� lª� l¦�¼$¤~§g³zò-Ì�Þs¤¥¦®¦ �l �Ì � §ø¢��� Ã±�¢o¤¥´oÕI¸8±�­iül Ò«¥¬
¶¥ l§g l£o¤~¦�¢�£�­i q±qÌ

+��è%�~á�è�ì�ä�"oë�í � ã
.#�~átæ�ë~ì}ä�"#�]ë�ã+$!)=à¥à�íÊä�"�ë~ì}ä��~ã � ¼OßIÝ�ôeûIötÖiºqÆ�ß � ºqÏ�Ý�¼IÐ¥Ú¥Ú¥ÚgÌ

¹ Æ�» é Ì ÷�Ì4Ås£o±F��«�Â4Ì � §ÒÄ�£�«¥¶¥£o¤~©�©�­i§�¶!«~¬A¤¥£�­®¢���©� l¢�­�´
«¥Ä� l£o¤�¢�­®«�§g±qÌ � ��æ�æ]â�ãOä�"oë�ì�ä���ã �/.
ì���èI)
ó �só�� ¼(ºIôeÏ�ö�Ö ß � Æg¼Oº�À�Ý~ÏgÌ

¹���»�÷�ÌqØ ¦�¤�Ô�«�¦® l¢	¤~§g³ é Ì � ³�¦i¯IüqÕ¥«OÌ�¡�­®§�¶�¨�¦�¤~£�­Ê¢�¯U¤¥§g¤~¦i¯�±F­�±4«~¬�¶� l§� q£�¤~¢�­i§�¶=¬x¨�§g´t¢�­®«�§g±qÌ ' � )��
� ó �
ä3� "lá�èlì8è��Çë�ì���ó ¼OßgÖ Ð�ºqÆ � Ð�ûIÚ�¼OºqÀ¥À�Ú�Ì

¹ Ï�»�÷�ÌyØ(¦�¤�Ô�«�¦® l¢q¼lõOÌ �-Ì ��¤¥«¥¨�¦®¢q¼�¤~§g³�õOÌlÞÓ¨�­i¦i¦® q©�­i§ZÌI���� A§�¨�©]ªO q£	«~¬�£� l¶�­i±F¢� q£�±4£� qêI¨�­i£� �³-¬x«¥£
 qÂy¤¥¦®¨O¤�¢�­i§�¶Ò¤¥£�­®¢���©� l¢�­�´� �Ë�Ä�£� q±�±F­i«¥§g±qÌ 
+��è%�~á�è�ì�ä�"oë�í � ��æUà�â�ìQè�á('*"�äeèlã�"oè ¼(ÀgÖ À�À � ºyÐ¥Ý�¼º�ÀF��ÀgÌ

¹ À�»�÷�Ì�Ø ¦i¤~Ô�«¥¦i �¢$¤~§g³ ��Ìg¡� �³�¶¥ q²$­i´oÕ4Ì(���g M¤yÂ� l£o¤~¶¥ -´l¤¥±� -¤¥§g¤~¦i¯�±F­�±P«~¬(¤¥¦®¶�«¥£�­Ê¢���©!±lÖ��P«¥©�¸
Ä�¦i �ËÇ¤�±F¯�©�Ä�¢�«~¢�­�´l±"¤¥§g³Ò¶� l§� q£�¤~¢�­i§�¶9¬x¨�§O´t¢�­i«¥§O±lÌ ��¤~Ä�Ä�«¥£�¢
³� �£� �´o�� l£o´o�� �Ð¥Ú�Ð¥Æ�¼�Ñ�Í$¸
�$Ñ é ¼ZºqÀ�À¥ßgÌ

¹iºqÚ�»
õOÌ~Ø�£o¤~§gÙl«¥§ZÌ4¡�¨�£Ó¦i $§�«¥©]ª�£� �³� $£� q¶¥­�±�¢�£� �± §��q´l q±�±�¤¥­®£� q±��M¦}î �lÂ�¤¥¦®¨g¤~¢�­i«¥§!³Bî ¨�§� $ lË�Äg£� �±�¸
±�­®«�§�¤¥£�­®¢��g© �l¢�­�êI¨� ¥Ì	� ) �
��� � ã
.#��átæ!ë�ì�ä��lâgè6ì���
%�~átä���âgè ¼ZºqÏgÖ ßIÝ¥Ý � ß¥Æ¥ûg¼�º�À¥Ï¥ûgÌ

¹iº¥º�» ��Ì Å�Ì ·�«¥£�¢�«�§ZÌ9Ås£�«�±�­i«¥§� �³�³� qÂ¥ q¦®«�Ä�©� l§I¢
«~¬$±F¯�±F¢� q©�±6¤~§g³�¢��g l­i£]³�£o¤~­i§g¤~¶� ]ªO¤¥±�­®§g±q¼
��¯�³�£�«¥Ä���¯�±F­�´l¤¥¦A¤~ÄgÄ�£�«I¤¥´o�µ¢�«ÃêI¨g¤~§I¢�­Ê¢o¤�¢�­iÂ¥ J©�«�£�Äg��«¥©�«¥¦i«¥¶�¯¥Ì�� â�í�í®èlì}ä�ã ��è%��í ��å¥ä�"oë�í
'*�
"läeè�ì & �/.K)-æ!èlátä�"�ë ¼�Ý¥Æ�ÖÜÐ �~Ý � ß ��Ú�¼gºqÀ~û�Ý�Ì

¹iº�Ðy» ��Ì��" l©�ÄZÌU���g ]¤yÂ¥ q£�¤¥¶¥ M§�¨�©6ª� l£M«~¬Ó£� l¶¥­�±F¢� l£o±$§� q q³� �³�¢�«J lÂ�¤~¦i¨g¤�¢� 6¤!ª�­i§g¤¥£�¯�¢�£� l 
«�Ä�¢�­i©!¤~¦i¦®¯�Ì ) "lì8ë � ã
.#�~átæ�ë~ì}ä�"oë ¼(º¥º�Ö ß�Æ¥ß � ßF�¥Ð�¼gº�ÀF�~À�Ì

¹iºqß�» é Ìgý° l­i£U¤¥§g³�õOÌ�ÿcÌgýÒ«I«�§ZÌsÅs£�£o¤�¢�¨g©�Ö � � §°¤¥§�¤�±F¯�©�Ä�¢�«¥¢�­�´"©� �¢��g«�³�­i§� l§�¨�©� l£o¤�¸
¢�­®«�§

�
Ì � ó � ��æ!ç�ä�ã4ó 
+��è%��áL& '4èláló�) ¼OÝ�Ð�ô�ºyötÖiºqÆ�ß�¼�ºqÀ¥Ï�À�Ì

¹iºlû~» é Ìsý° l­i£9¤~§g³KõOÌÓÿcÌAý°«�«¥§	Ì � §K¤~§ø¤¥±�¯�©�Ä�¢�«¥¢�­�´J©� �¢���«�³;­®§K l§�¨�©� q£�¤~¢�­i«¥§ZÌ � ó
� ��æ!çlä�ã�ó 
+��è%�~áL&('4èláló�) ¼gÝ�º�ô�ºyötÖ��O� � Ï¥Àg¼Oº�À¥Ï�À�Ì

¹iº�Ýy»�ÿcÌ õgÌ�ý°«�«�§ZÌ é §� lË�¢� l§O±F­i«¥§�«~¬(·U«¥£�¢�«¥§	î ±=¦�¤y²ø«~¬ ±F¢�£� q¤¥©>§�¨�©6ª� l£o±lÌ ýÒ¤�¢��ZÌ �P«¥¦i¦i«�ê�Ì
�U§�­®Â4Ìg´q¤~Ä� ��	«�²$§Z¼Bº�À¥Ï�Ú�Ì

¹iºqÆ�»
ýÈÌ Å�Ì~ÍU lª� l¦�Ì é ¨�§g­Ê½g �³]¤¥Ä�Ä�£�«�¤�´o��¢�«-¢��� �¤~§O¤~¦i¯�±�­�±	«¥¬O·�«�£F¢�«¥§�¸�¡I¢�£o¤~�g¦® q£(Äg¤¥£�¤¥©� �¢� q£�±
«¥¬Zª�­®§O¤~£�¯6¢�£� q M±F¢�£�¨g´t¢�¨�£� q±qÌ�� ë�ã+$6�~æ 'Oì�átâ�"�ìQó�)-í å ��átä�ì���æ!� ¼�Ð�º�ô}ß�¸8ûIö�Ö Ð�Ý¥Ð � Ð � ��¼~Ð~Ú�Ú�Ð�Ì

¹iº���»
ýÈÌ �$«�³� q����ÌZ×U­i§�­®¢�ü¥¼ é ÌBÑ8¢�¤¥­}Ì � §µ¤~§�¤¥¦®¶�«¥£�­Ê¢���© «~¬�Û� l©�¦i¯�¤¥´o�g l§�Õ�«!¬x«¥£"±F¨gª�¢�£� l 
­�±F«�©�«¥£�Ä���­�±F©�Ì � ã
.#�~átæ�ë~ì}ä��~ã���á2�
"oè#�%�oä�ã�å � èlì}ìQè�á%� ¼ �~Ú 3 ÖiºlûOº � ºlû�Æg¼�ºqÀ�À¥ÀgÌ

¹iºqÏ�» ��Ìg¡���£� qÂ¥ �ÌÓ¡�¢�¤�¢�­i±F¢�­�´l¤¥¦Z¦�¤y²z«~¬�±�¢�£� �¤~©�§�¨�©]ªO q£�±qÌ � ó �$è%�~í®ó ¼ ��ûgÖiº���Ï
�
º�Ï¥Æ�¼gºqÀ¥Æ�Æ�Ì

¹iºqÀ�» é Ì Í6Ì�¡I¢�£o¤~�g¦® q£qÌ�·U¯IÄO±F«�©�­�´�¤~§g¤¥¦®¯�±�­i± «¥¬O l£�«�±�­i«¥§g¤¥¦�¢�«¥Ä�«¥¶�£�¤¥Ä���¯¥Ì�� â�í�íiè�ì�ä�ã ��è%��í ��å¥ä�"oë�í
'*�
"läeè�ì & �/.K)-æ!èlátä�"�ë ¼OÆ�ß�Öiº¥º¥ºC� � º¥ºlû�Ð�¼�º�À�Ý¥Ð�Ì

¹ÜÐ~Ú�»
õOÌ(Þs¤¥§�§�­i©� l§�¨g±�¤~§g³��]Ì ��Ì�Þ-­® q§�§�«~¢�Ì,�P«¥©6ªg­®§g¤~¢�«�£�­�¤~¦A¤¥§g¤~¦i¯�±F­�±
«¥¬�£�¤¥©�­Ê½g �³ÈÄg¤~¢F¸
¢� l£�§g±lÌ � ó�'OìQë�ìQó�� �9&��ló ¼4Ý�ûgÖiº�Ý�Ð~À � º�Ý¥ß¥Ïg¼�ºqÀ�Ï¥À�Ì

¹ÜÐ�º�»���Ì ÞU­i l§�§g«~¢qÌÃ�(£� q q±] lÂ¥ q£�¯�²$�� q£� �ÌÒÑQ§ é Ì é £�§g«¥¦�³B¼( �³�­®¢�«¥£�¼ � �~í�íO����â�ä�â�æ �~ã 
�á�èoè#�
ä�ã�)-í å�è�ç�á�ë�ë~ã�$���á2��å¥á�ë~æ]æ�ä�ãIå ¼��Z �´t¢�¨�£� �ÍU«~¢� �±�­®§ �P«�©�Äg¨�¢� q£U¡�´�­i l§g´l �û�ßgº¥¼�Äg¤~¶� q±º�Ï
�
ûOº¥Ì�¡�Ä�£�­®§g¶¥ l£�¸8ÞÓ l£�¦i¤¥¶g¼�ºqÀ¥À�Ú�Ì

ºqß



¹ÜÐ¥Ðy»���ÌOÞU­i l§�§�«¥¢q¼ ��ÌgÅs¯�£�«¥¦i¦® �±l¼gÍ6ÌOõI¤~§� q¯¥¼g¤¥§g³°×]Ì é £�êI¨� �±lÌ��P«¥©]ª�­i§g¤�¢�«¥£�­i¤¥¦4¤¥§g¤~¦i¯�±F­�±$«¥¬
£o¤~©�­®½g q³]Äg¤�¢�¢� q£�§g±Ó¤¥§g³�´�«�©�Äg¨�¢� q£Ó­®©!¤~¶� l£�¯
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